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Esercizio 1

Tre navi di pirati si affrontano in mare. Ogni nave ha un carenche, quando spara, colpisce il bersaglio con probabilit™
p. Ogni nave sceglie come bersaglio una a caso delle rimatheatnavi. Ad un certo istante le tre navi sparano contem-
poraneamente ed indipendentemente tra loro. D€ttbnumero di navi colpite, si determipiin modo cheP{N = 1}

sia massima. Usando tale valorepdsi determini il valor medid[N].

Soluzione.

Diciamo A, B, C le tre navi. L'esperimento € composto da dogogsperimenti in sequenza: 1) le navi scelgono
indipendentemente tra loro i bersagli; 2) le navi sparad@gpi@ndentemente tra loro contro il bersaglio seleziond&dla
prima fase, ogni nave sceglie tra due bersagli equiprobdbifique vi son@? = 8 possibili terne di bersagli selezionati
tra loro differenti, ed equiprobabili. Tra queste, solo taano tutti e tre i bersagli tra loro differenti (A mira B, BraiC,

C mira A e la sua simmetrica) mentre nelle restanti sei tetrgedgbi bersagli coincidono (cioé due navi mirano allo stess
bersaglio). Definito I'event® ={tre bersagli Differenti selezionatisi ha dunqué’{D} = % = 1, mentre la probabilita
del complementar®<, cioe che due bersagli coincidano, & 3/4. Le probalalésociate al secondo sottoesperimento si
trovano semplicemente condizionando all’'uscita del prsntioesperimento. Se si verifi@ allora N rappresenta il
numero di successi su 3 prove indipendenti con probaldilifuiccesse, dunqueN condizionata & ha distribuzione

Binomiale(3,p), cioe

P(N=0|D} = (1-p)°
P{N=1|D} = 3p(l-p)
P{N=2|D} = 3p°(1-p)
P{N=3|D} = p°
Se invece due bersagli coincidono, abbiamo
P{N=0|D°} = (1-p)°
P{N=1|D} = p(l-p)*+(1-p)1-(1-p)?) =p1-p)3-2p)
P{N =2|D°} = p(1—(1-p)?
P{N=3|D} = 0

poiché ad esempi®{N = 2| D¢} = P{ chi punta da solo fa centrp- (1 — P{ entrambi quelli che puntano lo stesso
bersaglio shagliano= p(1 — (1 — p)?), dove il prodotto & dovuto all'indipendenza dei tiri.
Pertanto per il teorema della probabilita totale si ha

P{N=1} = P{N=1|D}P{D}+ P{N =1|D}P{D}
,1 3
= 3p(l=p)"7 +p(1=p)B —2p)7
= 20-5) (1 - p) +p(3 - 20)
= %p(l —p)(4—3p)

A guesto punto per trovare il punto di estremo relativo sitdiaria derivata rispetto a d%P{N =1} =0(epoisi
verifica che si tratta di un massimo relativo ) ottenendo:

0 = (1-p)4—3p)—p(4-3p)—3p(l-p)
= (1—p)(4—06p) —p(4—3p) =9p° — 14p+4

con unica soluzione accettabile (minore di upe} ”T\/E =0.377.
Infine la media si calcola col teorema della probabilitat®tusande = 0.377:

E[N] = E[N|D|P{D}+ E[N|D|P{D}
= s (Lp(l - DB - 2) +2-p(1 - (1-p)?))

= 0.25%1.131 4 0.75 % (0.527 4 0.461) = 1.024



Esercizio 2

Un giocatore calcia una palla contro una parete. Fissianasse delle ascisse lungo la parete. D&t coordinata del
punto in cui la palla colpisce la paret& (= 0 corrispondendo al centro della parete), se la palla finist® & metro dal
centro (X| < 1) si vincono 100 punti, se tra 1 metro e 2 metri si vincono 50tipse tra due e tre metri si vincono 20
punti, altrimenti si vincono 0 punti. La densita di prolihidi X & Gaussiana con paramejri= 0 e 02 = 4 m?2.

1. Calcolare la probabilita, in un tiro singolo, di fare 1@nti, 50 punti, 20 punti, e O punti.

2. Calcolare la probabilita di fare almeno 80 punti in 2 tiri

Soluzione.
Calcoliamo
P(100pt) = P{|X| <1} = 2P{0< X <1} =2(Fx(1) — Fx(0))
= (e )
= 25 - Q)
Similmente si ha
P(50pt) = P{1 < |X| <2} = 2P{1<X <2} =2(Fx(2) - Fx(1))

(e (5] e (F)])
g g
= 2(Q(1/2) - Q(2/2))
e poi si ottieneP (20 pt) = P{2 < |X| < 3} =2(Q(2/2) — Q(3/2)) ed infineP(0 pt) = P{|X| > 3} = 2Q(3/2). Le
funzioni Q si calcolano essef@(1/2) = 0.308, Q(1) = 0.159 e Q(3/2) = 0.069, per cui si ottiene? (100 pt) = 0.384,
P(50 pt) = 0.298, P(20 pt) = 0.180, e P(0 pt) = 0.138.
Per la seconda parte, detti P1 e P2 i punti guadagnati nebpgisecondo tiro, VA indipendenti ed identicamente

distribuite con la PMF ricavata al punto precedente, candando al valore di uno dei due, per il teorema della prditabi
totale si ottiene:

P{P1+ P2>80} = P{P1+ P2>80|P2=100}P{P2=100}+ P{P1+ P2> 80| P2 =50} P{P2 =50} +
P{P1+ P2 > 80| P2 = 20} P{P2 = 20} + P{P1 + P2 > 80| P2 = 0} P{P2 = 0}
— P{P1 >80 — 100}P(100 pt) + P{P1 > 80 — 50} P(50 pt) +
P{P1 >80 — 20} P(20 pt) + P{P1 > 80 — 0} P(0pt)
1- P(100 pt) + (P(100 pt) + P(50 pt))P(50 pt) + P(100 pt) P (20 pt) + P(100 pt) P(0 pt)

dove si sono potuti togliere i condizionamenti grazie atlipendenzatra P1 e P2, e si € usato il fattoRh&1 > —20} =
1 poiché P1 & non negativo, e ci{ P1 > 30} = P{P1 = 100} + P{P1 = 50} e P{P1 > 60} = P{P1 = 100},
P{P1 >80} = P{P1 = 100}.

Infine dal punto precedente si trova

P{P1+P2 > 80} = P(100 pt)[1+P(50 pt)+P(20 pt)+P(0 pt)]+P(50 pt)> = P(100 pt)(2—P(100 pt))+P(50 pt)? = 0.71
Esercizio 3
Nel piano(z, y) & assegnato il domini® indicato in Figura 1 e definito come
D= {(z,y): |z[] <L |z|-1<y <1— |z}

Si consideri una coppia di variabili aleatotie e Y con densita di probabilita congiunta costante sul domimie nulla
altrove.

1. Determinare le funzioni densita di probabilita maadinfx (z) ed fy (y), e la funzione densita di probabilita con-
dizionatafy | x (y|x), e tracciarne il grafico.



Figure 1: DominioD della funzione densita di probabilita congiunta delle gariabili aleatorieX eY'.
2. DettaZ = X + Y, determinare la funzione densita di probabilité&deé tracciarne il grafico.

Soluzione.
Il dominio D & un quadrato di latg/2. Quindi

1

= se(z,y) € D
fXY(‘Ta y) = 2

0 altrove

1. Le funzioni densita di probabilita marginali si ottemg marginalizzando la funzione densita di probabilia-c
giunta. Essendo la funzione densita di probabifitd- (z, y) simmetrica rispetto alla bisettrice del primo e terzo
guadrante, si pud concludere che le funzioni densitaahabilita marginali diX e Y hanno lo stesso andamento,
cioe fx (x) = fy (z). Limitiamoci quindi a determinaréx (x). Si ha:

fx(z) = / fxy(z,y)dy.
Notiamo che séz| > 1, allora fxy (z,y) = 0 e quindifx(z) = 0. Nel caso chéz| < 1, essendqdfxy (z,y)
costante s, ed essendo il domini® simmetrico rispetto all’'assg, si pud concludere chéx (z) € pari, cioe
fx(—z) = fx(z). Nelcaso incud < z < 1, si ha:

> | l—z—x+1
fX(w):/ fXY(:Cay)dy:/ 5@2%:1—3@.
—0o0 x—1
Si puo quindi concludere che
1—|z| se|z| <1
fx(@) = fy(z) =
0 altrove

Applicando la versione continua della formula di Bayestseoe:

1
Ixy(@y) ) sy - se(x,y) € D
fYIX(y|$)*7fX($) =< 2(1—|x|)

0 altrove

2. Dobbiamo considerare la variabile aleatdfia= X + Y. Per determinare la sua funzione densita di probabilita
si puo, per esempio, usare il metodo della variabile ar&li Proviamo pero ad applicare il metodo grafico, cioé
cerchiamo di calcolare la funzione cumulativa di distribne diZ. Si ha:

Fz(2)=P{Z <2} =P{X+Y <z} = P{(X,Y) € D.}

dove D, & mostrato in Figura 2. In particolare, il domirild, corrisponde al sempiano al di sotto della retta di
equaziongy = —z + z. In generale, siccomgxy (z, y) € non nulla solo s®, si pud concludere che

Fy(z)= P{Z <z} = P{X+Y <z} = P{(X,Y) e DND.}.

Per come & fatto il domini® su cui & non nullgxy (z,y), Si possono avere varie situazioni a seconda del valore
di z.



1

V2

y=—-x+2

Figure 2: DominioD, usato nella funzione cumulativa di distribuzionetnell’Esercizio 2.

e Sez > 1,sihacheDND, =DequindiFz(z) = P{(X,Y) e D} =1.
e Sez < —1,alloraDND, = &, e quindiFz(z) = 0.

e Se—1 < z < 1, allora dalla Figura 2 si conclude graficamente €he D, & un rettangolo con lat/2 e
V2 — L2, rispettivamente. Quindi

FZ(Z)%\/ﬁ(\/ﬁl\;;)ll_Z1+z-

Ricapitolando, si ha:

0 sez < —1
1
Fz(z) = ;Z se—l<z<1
1 sez > —1.
Derivando si ottiene:
dF’ 1
£ = TED - L 1)~ vz - 1)

cioé cheZ e uniformemente distribuita fral ed 1.

Esercizio4
Si consideri una VA continu& con PDFfx (z) = $e~1#|. Si consideri la trasformaziorié = 2X2 — 4X . Determinare:

e lacorrelazione&E[XY];

e la covarianza COBX, Y.

Soluzione.

Siccome lafx (x) € simmetrica, allora tutti i momenti dispari sono nullif@ato E[X| = E[X?] = 0. Invece

1 o0
Var[X] = E[X?*] =2 5/ r?e ™ dr = 2.
0
Pertanto
E[XY]=E[X - (2X? — 4X)] = 2E[X?] — 4F[X?] = -8
dove abbiamo usato la linearita dell'operatore E[.]. $imeinte
Cov[3X,Y] = Cov[3X,2X? — 4X] = 6Cov[X, X?| — 12Cov[X, X] = —24

dove abbiamo sfruttato la bilinearita della covarianzéfato cheCov[X, X?] = E[X - X?] - E[X]E[X?] =0-0=0
eCov[X, X]| =Var[X] = 2.



