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��021436587:9<;>=@?4ACBD=FE6GIH$= 7KJ.LI=CL�%65FE#M.MNJN=�L�=CLOB:L#PRQSB:H$TDT:L�LVU6WCJNE#=CGYXCL[Z\�8J]LITD7:BKE#^#^$H$=CH_�`5FE#MNM.JN=CL�E
GIE#T:HCZaJb0�c�AFE[M-d`MeEf5CBDH$WFE#W�JNMNJg7YhSGYXCLSE#MNiSLI=CHjAC=FElkCLIM.MNLm5CE#MNM.JN=CL�T:JNEfWCJeE#=�GnE opJNJe0���E#5qLI=�kCH
GYXCLrAC=CEmkCLIM.MNL�kCA�L�5FE#MNM.JN=CL�d�WCJNE#=CGnE8P�stAFE#Mud�MNEm5CB:H#WFE#WCJ.MNJ.7Kh�GYX�LVE[=CGYXCLrMv?4E#M.7:BKE�T:JeEmW�JeE#=CGIE o

w�x�y.z�{8|}x]~��
Je0���J�T:H$=�H_AC=�^$B:E#=�=�A�i_LOB:HSkCJuiSH8kCJ@kCJ�5CB:H�GILOkCLIBDL#PF5CJ.��H_iSLI=CH6TDLIiS5CMNJ.GIJv�
�2���"�I����� ����J�5qLI=�T:JN=�H�M.L�5CE#MNM.JN=CLf=tACiSLIB:E[7KL�kFE���E��!�8Z���J�T:H$=CH��!��i_H�kCJ�k�J.�$LOB:TDJ>kCJ
TDGILI^#MNJNLOB:L�MeE�5CB:J.ijE�5FE#M.MNJN=CE�P!L��$��k�J8TDGILI^#MNJNLOB:L�MeE�T:LIGOH$=CkFE8Z
��J8TDH$=CH�kCA�=CstACL

12·11
kCJg�@LOB:LO=t7:J

GOH$5C5CJ.L�H$B:kCJ.=FE[7:L�kCJ�5FE#M.MNJN=�L#P�GYXCL2BKE#5C5�B:LITDLI= 7YE[=CH�J�5�AC= 7KJ�kCLOM�=CH$TD7:B:H�T:5FE[�IJNH�GIE#i_5�JNH$=CL
AC=�J.��H$BDi_L[Z���B:E�GIH#=t7:JeE#iSH�M.L�GOH$5C5CJ.L�J.=�GIA�J�E#M.i_LO=CH2AC=FE�d W�JeE#=CGIE�Z¡��H$= 7KJNE#i_H�5CB:J.ijE
stACLOMNMNL�JN=SGIA�J¢MNE�5CBDJNi_E�HaLI= 7:BKE#imWqL�TDH$=CHVWCJeE#=�GYXCL#Z���JRT:H#=CH6U�iSH�kCJFkCJ.�#LIBDT:JqkCJRT:GILO^$MNJ.LIBDL>MNE
5CBDJNi_E�W�JeE#=CGIE�Z£��GILIMg7YEaMNE�5�B:JNi_E�P GOJ¢TDH$=CHf�$�>i_H�kCJRkCJRT:GOLI^$M.JNLOB:L�MNE�BDJNi_E#=CLO=t7:L>5CE#MNM.JN=FE�kCLOMNMeE
GOH$5C5CJNE�Z£��H$= 7:JeE#iSHrH$BKE�stACLIM.MNL�JN=6GOACJFT:H$M.HVMNE�T:LOGIH$=CkCEVd�WCJeE#=�GnE��<T:L�MeE�5CBDJNi_E�=CH$=Sd>WCJNE#=CGIE
¤ �!�!�¥U#¦�3�iSH8k�J kCJ.�#LIB:TDJb0§P[GOJ�TDH$=CH�U�iSH8k�J kCJtT:GILO^$MNJ.LIBDL�MNE�TDLIGOH$=CkFE�WCJeE#=�GnE�Z<�u5CAC= 7:J��¨En�$H#B:LO�#H$MNJ
E#M.Mv?©LO�#LI= 7KH

E = { E#M.i_LO=CH`AC=FE`kCLOMNMNL�5CE#MNM.JN=CL>d�W�JeE#=CGIE } T:H$=CHakCAC=CstACL
5 · 11+7 · 5 = 5 · 18

Z
ª<LIBD7KE#= 7KHSMeE`5CBDH$WFE#WCJ.MNJg7YhVk�LIMNM*?4L��$LO=t7:H_GOLIBDGnE[7:H_d

P {E} = 5·18
12·11 = 15

22
∼= 0.68

Z
�2���"�I����«���TDJ�5qH#7KL��#E�BKE#^$J.H$=FE#BDL�7:B:H��[E#=CkCH�MeE�5CBDH$WFE#W�JNMNJg7Yh�kCLOMNMv?©LO�#LI= 7KH�GOH$iS5CMNLOi_LO=t7KE#B:L
E#k

E
P�GIJNH�d

E = { =CLITDT:AC=FESkCLIM.MNL�5FE[MNMNJ.=CL�drWCJNE#=CGIE } P�JN=¬GOACJ£MNLmGOH$5C5CJ.Lm�¨En�$H$BDLO�$H#MNJ-TDH$=CH�JN=
=tACiSLIBDH`5FE#B:J¢Ef�!�!�"U$¦r3 ¤ i_H�kCJqkCJ@TDGILI^#MNJNLOB:L>AC=FEm=CH$=��	WCJNE#=CGnEaE#M¢5�B:JNiSHa5qH$T¥7KHt0\5qLIB��$�O�¥U#¦r­
¤ i_H�kCJ@k�J�T:GILO^$MNJ.LIBDL�MeE`T:LOGIH$=CkCES=CH#=�WCJNE#=CGIE 0�PCGOJNH�d

P
{

E
}

=
7 · 6

12 · 11
=

7

22
kCH��#L\=CH[7KJeE[i_H�GYXCL

7/12
d
MeE�5CBDH$WFE#WCJ.MNJg7Yh�kCJ TDGILO^$MNJ.LIB:L
MNE�5�B:JNi_E�5FE#M.MNJ.=FE�=CH$=�WCJNE#=CGnE8P�iSLI= 7:B:L

6/11
d�MeEV5�B:H$WFE[WCJNM.J.7YhrkCJ¢T:GILO^$MNJ.LIBDL�MeEVT:LIGOH$=CkFE`=CH#=fWCJeE[=CGnEaGOH$=CkCJ.�IJ.H$=FE[7KEaE#M.MeEVTDGILOM.7YEmk�LIMNMNE

5CBDJNi_EmWCJeE[=CGnE�Z®�	=�¯F=CL[P
P {E} = 1 − P

{

E
}

= 15/22 ∼= 0.68
Z

�2���"�I���a°t���8JR5¢H[7KLO�[E�BKE#^$J.H$=FE#BDL�T:AjA�=CHaTD5FE#�IJ.HaGIE#i_5�JNH$=CL�AC=�J.��H$BDi_L�GOH$i_5qH$T¥7KH�kFEVGOH$5C5CJ.L
=CH#=�H$BDkCJN=CE[7KL[PFGYXCLaTDH$=CHjJ.=�=�A�i_LOB:Hj5CE#B:J]E ( 12

2

)

= 66
Z��]L�GIH#5C5CJNLr=CH#=�H$BDkCJN=FE�7KL��¨E[7D7KL

TDH$MNH±kCE±5FE#MNM.JN=CL�=CH#=pWCJeE#=�GYXCL T:H#=CH�stACLIM.MNL TDGILIMg7KL�7:BKE±M.L��!�!�"U$¦r32=CH#=pWCJeE#=�GYXCL#P�L T:H#=CH
(

7
2

)

= 21
Z

�A�=CstACL

P
{

E
}

=
21

66
=

7

22GOH$i_L�TDH$5CB:E�Z



�2���"�I�������]Mv?©LO�#LI= 7KH
E

T:J85CA���TDGIB:Jg�$LOB:L�GOH$i_L\AC=CJ.H$=CL�kCJ�LOT:5CM.JNGIJg7KJ L��$LI= 7:JCkCJNTD^$JNA�=t7:JvP�GIH$TDJNGOGYX��

P (E) = P{bb} + P{bn} + P{br} + P{nb} + P{rb}
kCH��#L`E#k�LOT:LOi_5CJ.HjM*?4L��$LI= 7:H {bn} TDJN^$=CJg¯FGnE6M����
	���
��������������
������������������� �"!��#�Y�$�q�%�&�@�'	(�#Z
��H$iSL�=�H#7YE[7:H�E#M�i_L�7KH�kCH���P$5¢H#T:T:JNE#iSH�T:GOB:Jg�$LIBDL#�

P (bb) = 5
12
· 4
11

∼= 0.15
P
P (bn) = 5

12
· 3
11

∼=
0.11

P
P (br) = 5

12
· 4

11
∼= 0.15

P
P (nb) = 3

12
· 5

11
∼= 0.11

P
P (rb) = 4

12
· 5

11
∼= 0.15

PFGOH$T:J.GIGYX��

P {E} ∼= 0.68
Z

J.Jb0
�8J�T¥7YE`stACJ]GILOB:GnE[=CkCH

P (bb |E)
PCGYXCLrTDJu7KB:H��[E6GIH$=�)�E+*$LOTI�

P (bb |E) =
P (bb, E)

P (E)
kCH��#L`JN=�WCE#T:L`E[M®5CAC= 7:Hl5CB:LOGILIk�LI= 7KL6H#7D7KLI=�JeE#iSH

P (bb, E) = P (bb) = 5
33

Pu5qH$J.GYX��
A ⊂ E

Z
ª<LIBD7KE#= 7KH

P (bb |E) =
10
66

15/22
=

2

9
∼= 0.22

�8J =�H#7KJtGYXCL�stACLIT¥7KH�BDJNT:A�M.7YE�7KH�d���� ,��'	Y�'�F�	��kFE#M.MeE�5CBDH$WFE#W�JNMNJg7Yh�GYX�L#P#kCE[7KH�GYXCL�MNE-�
	'��
���5CE#MNM.JN=FE
d�WCJNE#=CGIE�P E#=CGYX�L�MeE�!��#�Y�$�q�%��T:JeE�W�JeE#=CGIE�Z®�	=8�¨E[7:7:J�stACLIT¥7n?©ACM.7:JNi_E�5CBDH$WFE#WCJ.MNJg7Yh>TDJCGnE[MNGIH#MeE>GOH$iSL
TDLI^$ACL[Z��8L�MeEr5CB:J.ijE�d�WCJeE#=�GnE�PtB:J.ijE[=C^$H$=CH6�$��5FE#M.MNJ.=CL�=CLIM.MNHrT:5CE#�IJ.HVGIE#i_5�JNH$=CL�BDJNTD7:B:L�7:7KH�kFE#M
GOH$=CkCJ.�IJNH#=FE#iSLI= 7KHCP�k�J�GOACJ
T:H$M.H�Q�TDH$=CH�W�JeE#=CGYX�L#Zf
>AC=CstACL

4/11 ∼= 0.36
d_MNEl5CB:H$WCE#WCJNM.J.7Kh

GYXCLVE#=CGYX�L�M*?}E[M.7KB:EaT:JNE`WCJeE#=�GnE�Z

�#021©­2587:9>;>=�7KLIT¥7fE2B:J.T:5qH$TD7:L�iaACM.7:JN5CM.LfGIH$= 7:JNLI=�L����¬kCH$i_E#=Ck�L#P�GOJeE#TDGIAC=CE�GIH#=
m

BDJNT:5qH$T¥7KL#Z
;�=CHaT¥7KACkCLO= 7KL�GOH$=CH$TDGIL�MNE�B:JNTD5¢H#TD7YErLIT:E[7:7KEmErGIJeE[T:GIA�=FEVkCH#ijE#=�kFE�GOH$=j5�B:H$WFE[WCJNM.J.7Yh

p = 0.5
P

J.=CkCJN5qLI=�kCLI= 7KLOi_LO= 7KL`kCH$i_E#=CkCEj5¢LOB�kCH$i_E#=CkCE�Z�c�AFE#=CkCHl=�H$=¬GIH$=CH#T:GIL`MNEjB:J.T:5qH$TD7KE�P¢7:JNB:EfE
GIE#T:HCZ
E$0�c�AFE[M@d�MNEa5CBDH$WFE#WCJ.MNJg7Yh�GYXCL�M.HaTD7:ACkCLO=t7:LrGIH$=CH#T:GnEmMNEVBDJNT:5qH$T¥7YEVLOTKE[7D7YE`E#kjAC=FEmT:5qLIGOJ.¯FGIE

k�H$ijE[=CkFE�P¢kFE[7KHlGYX�L6E#k LITDTKElXFEfBDJNT:5qH$T¥7KHfGOH$B:BDLO7:7KE#iSLI= 7KLno��8J®k�LO7KLOB:iSJN=CJ<JNM<iSJN=CJ.i_H
m

E/.S=CGYX��r7YE#M.L�5CB:H#WFE#WCJ.MNJ.7KhVTDAC5¢LOB:J<��Z}3fZ
WF0�
�E[7KH�GYXCL�XFE±BDJNTD5¢H$T¥7KH�GOH$B:BDLO7:7KE#iSLI= 7KL¬E�3�kCH#ijE#=�kCL T:A ���8P�stAFE[M�d�JN=�iSLIk�JeE�MNE

5qLIBDGILO=t7:AFE#M.LVkCJ@kCH$i_E#=CkCLrkCJuGOACJ]LO�¢LO7D7KJ.�[E#iSLI= 7:L�GIH$=CH#T:GILrMNE6BDJNTD5¢H$T¥7YE o

w�x�y.z�{8|}x]~��

E$010¡LO��JNkCLO= 7KLSGYXCL_TDL6AC=CH�TD7KA�kCLI= 7KL_B:J.T:5qH$=CkCL`GOH$B:BDLO7:7KE#iSLI= 7KL[P<GOJ2��5CA���LITDT:LOB:LSkCH��8A87KH
E[M��¨E[7:7:H¬GYXCL�GIH$=CH#T:GIL�MNE B:JNTD5¢H#TD7YE8P£H$5C5CACBDL�5¢LOB:GYXCdl7KJ.BKE#=�kCH¬E�GnE#TDH2XCE¬J.=CkCH���JN=FE�7KHCZ

>LO¯F=CJg7KJ<^$MNJ�L��$LO=t7:J

C = { B:J.T:5qH$TD7KE`GIH$BDB:LO7D7YE } L
K = { GOH$=CH$TDGIL�MeEmBDJNT:5qH$T¥7YE } P¢T¥7KJeE[i_H

GOLIBDGnE#=Ck�H
P (K |C)

Z

�E#Mu7:LIH$BDLIi_E6k�J3)�E+*$LITO�

P (K |C) =
P (C |K)P (K)

P (C |K)P (K) + P
(

C |K
)

P
(

K
) =

1 · p
1 · p + 1

m
· (1 − p)

> 0.7

GYX�LVGOJ�kFh��
m > 2.33

PCstACJ.=CkCJ�TDGILI^#MNJeE[i_HmJ.Mu5CBDJNiSH`JN= 7KLOB:H6T:ACGOGILOT:T:Jg�$HCP
m = 3

Z



WF0���H#=
m = 3

E#WCWCJNE#i_H
P (K |C) = 0.75

P L_stACLIT¥7YE�B:E#5C5CBDLIT:LO= 7YE MeE�5CBDH$WFE#WCJ.MNJg7YhfkCJ
TDACGIGOLITDT:H

ps

J.=
7
5CBDH��$LlJN=�kCJN5qLI=Ck�LI= 7KJ*Z �	M�=tACiSLIBDH kCJ��	T:ACGOGILOT:T:J��

N
B:E#5C5CBDLITDLI= 7YE�JNM

=tACiSLIBDH�kCJ
kCH#ijE#=�kCL#P<T:A�3�E#�O�ILIGOGnE[7:L#P£E�GIACJ
M.H�T¥7KACkCLO= 7KLjBDJNTD5¢H$=�kCL_GOH$=CH$TDGILO=CkCH MNE
BDJNTD5¢H$T¥7YE6GIH$BDB:L�7:7YE8Z��]ESkCJ.TD7:B:JNW�AC�IJ.H$=CL�kCJ

N
dVk�AC=CstACLaW�JN=CH$iSJeE[MNL�GOH$=�5�B:H$WFE[WCJNM.J.7Yhmk�J

TDACGIGOLITDT:H
ps

L
7
5CB:H��$L[Z�ª LIB¥7YE#= 7:HSJ.M¢=tACiSLIBDH`i_LOkCJNHVkCJukCH#ijE#=�kCL�E#�O�ILOGIGnE�7KLrkCJ@GOACJ@M.H

T¥7KACk�LI= 7KLmGOH$=CH$TDGILVMeE`B:J.T:5qH$TD7KESd
N = ps · 7

PqL�MeE`5qLIBDGILI= 7:AFE#MNL ¤ iSLIk�JeE 0�kCJ]kCH#ijE#=�kCL
E[�I�ILOGIGIE[7KLVd

N

10
· 100 =

0.75 · 7
10

100 = 52.5 %

%$02143�587:9\;>=FE��mZ©�aZ
X

AC=CJg��H$B:iSLm7KB:E
0
L

2
LO=t7:BKE�JN=2AC=�WCM.H8GOGIH�kCJ£7KB:E#TD��H#B:i_E#�IJ.H$=CL`MeElGOACJ

ACTDGIJg7YE`drMeE��mZ©�aZ
Y = g(X)

Z
��E#5qLI=Ck�H_GYXCL�MeEmk�LI=CTDJ.7Yh`kCJ�5�B:H$WFE[WCJNM.J.7YhVkCJ
Y

d#�

fY (y) =

{

3y2 TDL
0 ≤ y ≤ 1

0
E#Mg7KB:J.i_LO= 7KJ

TDJu7KB:H���J�AC=FE65qH$T:TDJNWCJ.MNL>��H#B:i_EmLIT:5�MNJNGOJ.7KEmkCLIM.MeEa��AC=C�OJNH$=�L
g(X)

Z
w�x�y.z�{8|}x]~��

�8L
X ′ ��H$TDT:L�A�=CJ.��H$BDi_L 7:BKE���L��$P�T:E#5C5CJNE#iSH�GYX�L�E#5�5CMNJ.GnE#=Ck�H$MNL�MNE���A�=C�IJ.H$=CL

g(X ′) =
F−1

Y (X ′)
T:J H#7D7KLOB:B:LOWCWqL\J.=�A�T:GIJg7YE�AC=FE��mZ©�aZ

Y
MeE�GOACJ$��AC=C�OJNH$=CL
kCJ k�JNTD7:B:J.WCAC�IJ.H$=CL£GOACimACMNE[7KJg�#E

dr5CBDH$5CB:J.H
FY (y)

Z£�>LOM�=CH$TD7:B:HSGnE#TDH_TDJ�XFE��

FY (y) =
∫ y

−∞
fY (u)du =











0
T:L

y < 0
y3 TDL

0 < y < 1
1

T:L
y > 1

��H$=VBDLIT¥7YE�GYXCL�7:BKE#T¥��H$B:i_E#BDL£MeE�=CH$T¥7KBKE
X
P!AC=CJg��H$B:iSL-7KB:E���L\�8P�JN=

X ′ Z<�®E#M.L£7KBKE[TD��H$BDijE#�OJNH$=�L#P
5qLIBlJ.M>7KLOH$B:LOijE���H#=CkFE#iSLI= 7YE[MNL#P�d�TDLIiS5CMNJ.GILIiSLI= 7:L�MeE�iSH$M.7:JN5CM.JNGIE#�IJ.H$=CL�5¢LOBfJNM��¨E[7:7:H$B:L 1

2

P
GOJNH�d

X ′ = X/2
Z�c�ACJ.=CkCJ£MeEl7KB:E#TD��H#B:i_E#�IJ.H$=CL`^$M.H$WFE#M.L`kCLITDJNkCLOBKE[7KE�B:J.T:ACMg7YElLITDT:LOB:L

g(X) =
F−1

Y (X/2)
P�GIJNH�d�LOT:5CM.JNGIJg7YE#iSLI= 7:L#�

g(X) =











0
T:L

X < 0

(X/2)1/3 TDL
0 < X < 2

0
T:L

X > 2

Q 02143m5�7:9<�]E`B:LOMeE#�OJNH$=CL�7:BKEm7KLO=CT:J.H$=CL
X

LrGIH$BDB:LI= 7:L
Y

J.=�A�=�kCJ.H8k�H`T:JeE`kFE�7YE`kFE��

Y = g(X) =

{

αX2 T:L
X ≥ 0

−y0
T:L

X < 0

GOH$=
y0 = 2

iSJNMNM.JN�>i_5qLIBDL#PFL
α = 0.5

iSJNM.MNJN�>i_5qLIBDL	�
�
H#M.7 2 ZV�8L
X

dmA�=FE��mZ©�aZu^$E#ACT:TDJeE#=CE
GOH$=�i_LOkCJeE�=tACMNMNE�Lj�[E#BDJeE#=C�IE�5FE[B:J�E

1
�
H$Mg7 2 P£BDJNGnEn�[E#BDLjMeE�kCLI=�T:J.7Kh kCJ�5�B:H$WFE[WCJNM.J.7Yh

fY (y)kCLOMNMNEmGIH$BDB:LI= 7:L
Y
P�7KB:E#GIGOJeE#BD=CL�JNMu^#BKE[¯FGOHCPCLrkCJ.B:L�kCJ�GYXCLr7KJ.5¢H`k�J��mZ©�aZFT:Ju7:BKE[7D7YE�Z



w�x�y.z�{8|}x]~��
�8J
7KB:E[7:7KE�kCJ\E#5C5�MNJNGIE#B:L6J.M
7:LIH$BDLIi_E���H$=�kFE#iSLI= 7YE#M.LSE#MNMNE�7:BKE#T¥��H$B:i_E#�IJ.H$=CL

Y = g(X)
Z�ª<LIB

y < 0
T:J>XFE

fY (y) = 0
JN=�stAFE[=t7:H±=CH$=�GIJ�TDH$=CH±TDH$MNA��IJNH#=CJ�kCLIM.Mv?©LIstAFE#�OJNH$=CL

y = g(x)
P

7:BKE#=C=�Lm=CLIM®GnE#TDH
y = −y0

J.=�GIACJ MeE_��A�=C�IJ.H$=CL`dm5CJNE[7:7KE�P@GOJ-T:H#=CHlGIJ.H8dVJN=�¯F=�J.7KLaT:H$M.AC�IJ.H$=CJ<L
kCA�=CstACLlMeE�kCLI=CTDJ.7Kh�kCJ�5�B:H$WFE[WCJNM.J.7YhlkCJ

Y
XFE A�=FE�kCLOM.7YE�kCJ�
>JNBKE[Gj5CJNE#�I�IE[7YE�J.=

y = −y0

P
GOH$=�5qLITDH�5FE#BDJ�E#MNMNE¬5�B:H$WFE[WCJNM.J.7Yh

P {X < 0} = 1/2
Zpª LOB

y ≥ 0
TDJ�XFE�J.=t�#LIGOL�T:LOi_5�B:L

AC=CE�T:H#MeE�TDH$MNA��IJNH#=CL
x1 =

√

y/α
kCLIM.Mv?©LIstAFE#�OJNH$=CL

y = g(x)
P�i_LO=t7:B:L�MeE¬kCLIBDJ.�[E[7YE¬JN=

x1

�[E#M.L
g′(x1) = 2αx1 = 2

√
αy

ZS�
TDT:LO=CkCH
fX(x) = e−x2/2

√
2π

P]5qLIBrJNM 7KLIH#B:LIi_Ef��H$=CkFE[i_LO=t7KE#MNL
E#W�WCJeE#iSHmkCA�=CstACL#�

y
�

fY (y)

−y0

fY (y) =
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∣
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∣
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I(r) = I0e
−r/d, r ≥ 0

kCH��#L
I0

L
d
T:H#=CHaGOH$TD7KE#= 7KJ@=�H#7KL�L�5qH$T:Jg7KJg�$L#Z£�8J¢k�LO7KLOB:iSJN=CJRMNE�5CBDH$WFE#W�JNMNJg7Yh�GYXCL>AC=fLIM.LO7D7KB:H#=CL

kCLOM<�¨E[T:GIJ.HS¯C=CJNTDGnEjLO=t7:B:HfA�=�GILOB:GYXCJ.HfkCJ<BKE#^#^$JNH
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∫ ∞

0
fR(r)dr = dc

∫ ∞
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e−r/d dr
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∫ ∞
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e−xdx = cd
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0
fR(r)dr =

∫ ∞
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e−r/d dr

d
=
∫ 1

0
e−xdx = 1 − e−1 ∼= 0.63


